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서론

트러스예: (a) 캐나다궤벡주몬트리올생물권박물관; (b)  미국펜실베니아주벳시로스대교

▣ 트러스(Truss):보통건물, 교량, 탑등의설계에활용

▣ 가장간단한 1D 구조요소(bar element), 바(Bar)요소(Element)를사용하여트러스구조설계

(b)(a)

http://en.structurae.de/photos/index.cfm?JS=105807
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▣ 대부분의구조해석문제를아래와같이가정하여선형정적문제로취급

✓ (선형) 작은변형량 (하중의형태가변형된형상으로변하지않는다)  미소변형

✓ (선형) 탄성재료 (소성이나파손이없음)  선형탄성재료

✓ (선형) 경계조건(Boundary Condition) 변화없음

✓ (정적) 하중 (하중은느리고일정하게가해짐)

▣ 선형해석은구조물의거동에대해서대부분의정보(변위, 변형률, 응력등)를제공할수있으며, 

많은해석에대해좋은근사값으로간주

서론



▣축방향으로단면이일정한단순바(Bar)
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1-D 탄성학이론개요

x P

L

A, E

축방향하중을받는탄성Bar 요소

✓ 변형률-변위관계식

✓ 응력-변형률관계식

✓ 평형방정식 (Equilibrium Equation)

✓ 변위,변형률,응력을구하기위해주어진경계조건에서해를구함 

✓ 단일바(Bar)의경우쉽게계산될수있으나, 트러스구조물은복잡하고많은계산량을요구

( )( ) du xx
dx

ε =

( ) ( )x E xσ ε=

( ) ( ) 0d x f x
dx
σ

+ =



Truss모델링과Bar 요소공식화



평면지붕트러스의모델링: (a) 실제구조. (b) 이산화모델

▣ 트러스(Truss) 설계및해석은아래가정이사용

✓ Bar부재는일정한단면가지며, 서로마찰이없는핀으로연결

✓ 외부하중은 Bar와 Bar를연결해주는조인트에만적용될수있음

▣ 위가정에근거하여, 트러스구조물은축하중만이적용될수있으며, 굽힘저항은무시
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Truss모델링



▣ 강성행렬–직접방법

✓ 바(Bar) 요소의평형방정식:

✓ 바(Bar)는스프링처럼거동하며, 이에대한강성행렬:
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✓ 자유도 (DOFs, Degrees Of Freedom): 한 절점에서

변위벡터의 성분의 개수.  축의 방향으로 놓인 일차원

봉요소의경우, 각절점에서한개DOF를가짐

EA EA
k k L L
k k EA EA

L L

 − − 
= =   −   −

  

k

1 1
1 1

i i

j j

u fEA
u fL

−     
=    −     

✓ 축 변위: ( ) 1

and

i j

j i

x xu x u u
L L

u u
L L

E FE
L A

ε

σ ε σ

 = − + 
 
− ∆

= =

∆
= = =

따라서, 
EAF k
L

= ∆ = ∆

바(Bar) 요소공식화



▣ 강성행렬–에너지방법
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✓ 변위(Displacement) && 변형률(Strain):

✓ B: 변형률-변위보간행렬

✓ 두가지선형형상함수(Shape Function):

Bar요소형상함수

andi
i j

j

u du du N N
u dx dx

ε
    = = = = =      

Nu N u Bu

( ) 1 , ( ) where , 0 1i j
xN N
L

ξ ξ ξ ξ ξ ξ= − = = ≤ ≤

[ ]1/ 1 /L L= −B

바(Bar) 요소공식화



바(Bar) 요소공식화
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✓ 외력포텐셜 에너지:

✓ 바(bar)에저장된변형율에너지(Strain Energy)

✓ 응력 ✓ 시스템총포텐셜 에너지: 

✓ 최소포텐셜에너지원리로 ,

✓ 바(Bar) 요소의강성행렬:

T T T1 ( )
2 V

U

dV

Π = +Ω

 Π = − ∫u B EB u u f

[ ]
0

1 / 1 1
1/ 1 /

1 / 1 1
L L EAE L L Adx

L L
− −   

= − =   −   
∫k

T T T

T T

1 1 ( )
2 2
1 ( )
2

V V

V

U dV dV

dV

= =

 =  

∫ ∫

∫

σ ε u B EBu

u B EB u

E Eσ ε= = Bu

=ku f

여기서 ( )T

V
dV= ∫k B EB



▣ 분포하중처리
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바(Bar) 요소공식화

✓ 등가절점힘에의한일은

✓ 분포된축하중 q(N/mm, N/m, lb/in)은형상함수로 요소의동등한절점힘으로변환

✓ 분포하중 q가행한일을고려하면,

한요소상에작용하는분포하중의변환

T

0 0 0

T T

0

( )1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2 2 2

1 ( )
2

L L L i
q i j

j

L

N x
W u x q x dx q x dx u u q x dx

N x

q x dx

 
 = = =   

 

=

∫ ∫ ∫

∫

Nu

u N

T1 1 1
2 2 2q

q q
f i i j j qW f u f u= + = u f
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바(Bar) 요소공식화

✓ 만일 q가상수인경우엔,

두개요소에작용하는일정한강도의분포하중변환

T

0 0

( )
( ) ( )

( )

q
L L ii

q q
jj

N xf
q x dx q x dx

N xf
    = = =   
    

∫ ∫f N

로놓으면 등가절점힘벡터:
qq fW W=

0

1 / / 2
/ / 2

L

q

x L qL
q dx

x L qL
−   

= =   
   

∫f



▣ 2D바(Bar) 요소

2D 바(Bar)의국부및전체좌표계

11

바(Bar) 요소공식화
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바(Bar) 요소공식화

✓ 국부및전체좌표계에서변위벡터:

✓ 행렬및벡터형태:

✓ 바(Bar) 요소두절점의 변위:

✓ 행렬 및벡터형태: 

[ ]

[ ]

cos sin

sin cos

i
i i i

i

i
i i i

i

u
u u v l m

v

u
v u v m l

v

θ θ

θ θ

 
′ = + =  

 
 

′ = − + = −  
 

여기서 cos , sinl mθ θ= =

ori i
i i

i i

u ul m
v vm l
′     ′= =    ′ −    

u Tu




with
 

′ = =  
  

T 0
u Tu T

0 T

0 0
0 0

0 0
0 0

i i

i i

j j

j j

u ul m
v vm l
u ul m
v vm l

′    
    ′ −    =   ′         ′ −    



13

바(Bar) 요소공식화

✓ 국부(Local) 좌표계에서 관계식,

✓ 위방정식을확장하면, 

1 1
1 1

i i

j j

u fEA
u fL
′ ′−     
=     ′ ′−     

1 0 1 0
0 0 0 0 0
1 0 1 0

0 0 0 0 0

i i

i

j j

j

u f
vEA
u fL
v

′ ′−     
    ′     =   ′ ′ −         ′    

또는 ′ ′ ′=k u f

✓ 변환식을이용하면,

✓ 따라서,전체좌표계에서요소강성행렬,

✓ 양함수형식(explicit form)으로쓰면,

Tand′ ′= =k Tu Tf T k Tu f

T ′=k T k T





with
 

′ = =  
  

T 0
u Tu T

0 T

2 2

2 2

2 2

2 2

i i j ju

l lm l lm
lm m lm mEA

L l lm l lm
lm m lm m

v u v

 − −
 − − =
 − −
 
− − 

k



▣ 3-D바(Bar) 요소

3D 바(Bar)의 국부좌표와전체좌표
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바(Bar) 요소공식화
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바(Bar) 요소공식화

✓ 변환관계식:

✓ FEM소프트웨어패키지는이러한변환을자동적으로수행

✓ 바(Bar) 요소의입력데이터: 각절점의 (X, Y, Z)좌표, E, A, 길이 L(두절점의좌표로부터계산)

i X Y Z i

i X Y Z i

i X Y Z i

u l l l u
v m m m v
w n n n w

′     
    ′ =    
   ′       

: 전체좌표계에서국부좌표축 x, y, z의 각각방향여현코사인 (Direction Cosines)

( , , ), ( , , ) and ( , , )X Y Z X Y Z X Y Zl l l m m m n n n



▣  요소응력
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바(Bar) 요소공식화

✓ 일단절점변위가요소에대해서얻어지면, 해당요소내의응력은기본관계식으로부터계산

✓ 2D 경우, 다음과같이계산

0 01 1
0 0

i

i

j

j

u
vl m

E E E
ul mL L
v

σ ε

 
     ′= = = −         
  

Bu

위식은 2D 바(Bar)요소에대한일반식즉, [ ]

i

i

j

j

u
vE l m l m
uL
v

σ

 
 
 = − −  
 
  



트러스예제
(Examples with Bar Elements)



▣ 예제 2.1 

x

1 2
3

L

A, E2A, E

P
1 2

L

✓ 문제:두개바(Bar)로구성된구조에서응력을구하라 (힘 P가작용,  양끝은구속)

✓ 풀이:  두개의 1D바(Bar) 요소사용

18

바(Bar) 요소예제
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✓ 요소 1의강성행렬: ✓ 요소 2의강성행렬:

✓ 전체방정식으로결합하면,

✓ 하중과경계조건 (BCs, Boundary Conditions):

✓ 전체최종방정식:

2 1 3, 0F P u u= = =

따라서,

1

2

3

0
1

3
0

u
PLu
EA

u

   
   =   
   
   

1

2

3

2 2 0 0
2 3 1

0 1 1 0

F
EA u P
L

F

−     
    − − =    
    −     

1

1 12
1 1

EA
L

− 
=  − 

k

1 1

2 2

3 3

2 2 0
2 3 1

0 1 1

u F
EA u F
L

u F

−     
    − − =    
    −     

2

1 1
1 1

EA
L

− 
=  − 

k

바(Bar) 요소예제



20

바(Bar) 요소예제

✓ 요소 1응력:

✓ 요소 2응력:

✓ 결과 확인 :  FBD을그린후, 구조평형상태확인

1
1 1 1 1

2

2 1

1 1

0
3 3

u
E E E

uL L
u u E PL PE

L L EA A

σ ε
  = = = −      

−  = = − = 
 

B u

2
2 2 2 2

3

3 2

1 1

0
3 3

u
E E E

uL L
u u E PL PE

L L EA A

σ ε
  = = = −      

−  = = − = − 
 

B u



▣예제 2.2
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x
1 2 3

LL

A, E

P
1 2

⊗

✓ 문제: 다음에주어진데이터에대해, 위에나타낸바(Bar)양끝에작용하는반력결정:

4 6 2

2

6.0 10 N, 2.0 10 N/mm ,
250mm , 150mm, 1.2mm

P E
A L
= × = ×

= = ∆ =

바(Bar) 요소예제
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바(Bar) 요소예제

✓ 이 문제에서우선오른편에있는벽과봉 사이에서접촉발생여부를 확인. 이를 위해서 우측에 벽이

없다고생각하고봉의우측끝단변위를계산

✓ 따라서접촉이발생하고있으므로우측의벽은이해석에서고려

✓ 전체 FE 방정식은다음과같음

✓ 하중과경계조건은
4

2

1 3

6.0 10 N
0, 1.2mm

F P
u u

= = ×
= = ∆ =

4

0 4

(6.0 10 )(150) 1.8mm 1.2mm
(2.0 10 )(250)

PL
EA

×
∆ = = = > ∆ =

×

1 1

2 2

3 3

1 1 0
1 2 1

0 1 1

u F
EA u F
L

u F

−     
    − − =    
    −     
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바(Bar) 요소예제

✓ FE방정식:

✓ 이방정식을풀면, 

✓ 반력을구하기위해, 전체 FE방정식의첫번째와세번째방정식을사용

[ ]

[ ]

1
4

1 2 2

3

1
4

3 2 2 3

3

1 1 0 ( ) 5.0 10 N

0 1 1 ( ) 1.0 10 N

u
EA EAF u u
L L

u

u
EA EAF u u u
L L

u

 
 = − = − = − × 
 
 
 
 = − = − + = − × 
 
 

1

2

3

1 1 0 0
1 2 1

0 1 1

F
EA u P
L

F

−     
    − − =    
    − ∆     

1 2 30, 1.5, 1.2u u u= = =



▣예제 2.3

✓ 문제: 간단한평면트러스가두개의동일한봉 (E, A,그리고 L)으로구성되며그림과같이하중이적용

✓ 계산: (a)절점 2의변위, (b)각바(Bar)의응력

24

바(Bar) 요소예제
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바(Bar) 요소예제

✓ 국부좌표계에서,

✓ 요소 1: ✓ 요소 2:
245

2
, l mθ °= = =

2
, 2 2135 ,

2
l mθ °= = − =

T
1 1 1

1 1 2 2

1

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 12
1 1 1 1

u v u v

EA
L

− − 
 − − ′= =
 − −
 − − 

k T k T 2

2 2 3

2 2 2

3

T

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 12

1 1 1 1

E

u v

L

v

A

u
− − 

 − − ′= =
 − −
 − − 

k T k T

1 2

1 1
1 1

EA
L

− ′ ′= = − 
k k



26

바(Bar) 요소예제

✓ 구조 FE방정식을결합하면

1 1

1 1

2 2

2 2

3 3

3

1 1 2 2 3 3

3

1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0
1 1 2 0 1 1
1 1 0 2 1 12

0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1

X

Y

X

Y

X

Y

u
u F
v F
u FEA
v FL
u F
v F

v u v u v
− −     

    − −     
    − − −

=    − − −     
    − −
    

− −     

✓ 하중과경계조건 (BC) ✓ 축소된 FE (Condensed FE ) 방정식

1 1 3 3 2 20, ,x yu v u v F P F P= = = = = = 2 1

2 2

2 0
0 22

u PEA
v PL
    

=    
     
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바(Bar) 요소예제

✓ 위식의해를구하면,

✓ 두봉에작용하는응력은,

[ ]1 1 2
1

2

0
02 1 21 1 1 1 ( )

2 2
E L P P

PL EA A
P

σ

 
 
 = − − = + 
 
  

[ ]
1

2
2 1 2

2 1 21 1 1 1 ( )
02 2
0

P
PE L P P

L EA A
σ

 
  = − − = − 
 
  

2 1

2 2

u PL
v PEA
   

=   
   



▣예제 2.4다중구속 조건 (multipoint constraint: MPC)
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바(Bar) 요소예제

✓ 위의평면트러스에대해서

4 2

4 2

1000kN, 1m, 210GPa,
6.0 10 m for elements 1 and 2,

6 2 10 m for element 3

P L E
A

A

−

−

= = =

= ×

= ×
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바(Bar) 요소예제

✓ 요소 1:

✓ 요소 2:

✓ 요소 3:

90 , 0, 1l mθ °= = =

0 , 1, 0l mθ °= = =

1 145 , ,
2 2

l mθ °= = =

1

1 1 2

4

2

9

0 0 0 0
0 1 0 1(210 10 )(6.0 10 ) (N/m)
0 0 0 01
0 1 0 1

u v u v

−

 
 −× ×  =
 
 − 

k

2

2 2 3 3

9 4

1 0 1 0
0 0 0 0(210 10 )(6.0 10 ) (N/m)
1 0 1 01

0 0 0 0

u v u v

−

− 
 × ×  =
 −
 
 

k

4

1

9

1 3 3

3

0.5 0.5 0.5 0.5
0.5 0.5 0.5 0.5(210 10 )(6 2 10 ) (N/m)
0.5 0.5 0.5 0.52
0.5 0.5 0.5 0.5

u v u v

−

− − 
 − −× ×  =
 − −
 − − 

k
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바(Bar) 요소예제

✓ 전체 FE방정식:

✓ 하중과경계조건 (BCs):

1 1

1 1

2 25

2 2

3 3

3 3

0.5 0.5 0 0 0.5 0.5
1.5 0 1 0.5 0.5

1 0 1 0

.

1260 10
1 0 0

1.5 0.5
0.5

X

Y

X

Y

X

Y

u F
v F
u F
v F
u F
v FSym

− −     
    − − −     
    −

× =    
    
    
    

     

1 1 2 3

2 3

0, and 0,
, 0X x

u v v v
F P F ′

′= = = =
= =



✓ 변환관계식과경계조건으로부터

즉,

✓ 유사한방법으로,절점 3에서힘에대한관계식은

즉,

이것은다중구속조건 (MPC)
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바(Bar) 요소예제

3 3 0u v− =

3
3 3 3

3

2 2 2 ( ) 0
2 2 2

u
v u v

v
   

′ = − = − + =  
  

3 3 0X YF F+ =

3
3 3 3

3

2 2 2 ( ) 0
2 2 2

X
x X Y

Y

F
F F F

F′

   
= = + =  

  



✓ 첫번째,두번쨰,네번째행과열을 “소거”한후, 구조 FE방정식에하중과경계조건(BC)를적용하면다음을얻음

✓ 더욱이, MPC와절점 3의힘관계식으로부터방정식을얻음
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바(Bar) 요소예제

이것은
2

5
3 3

3 3

1 1 0
1260 10 1 1.5 0.5

0 0.5 0.5
x

x

u P
u F
v F

−     
     × − =     
     −     

25
3

3
3

1 1
1260 10 1 2

0 1
x

x

P
u

F
u

F

−   
    × − =        −   

2
5

3 3

3 3

1 1 0
1260 10 1 1.5 0.5

0 0.5 0.5
x

y

u P
u F
v F

 −   
    × − =     
         



✓ 이식의해를구하면변위를얻음

✓ 전체 FE방정식으로부터반력 계산, 
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바(Bar) 요소예제

2
5

3

3 0.011911 (m)
0.0039682520 10

u P
u P
     

= =     ×     

1

1 2
5

2 3

3 3

3

0 0.5 0.5 500
0 0.5 0.5 500

1260 10 (kN)0 0 0 0.0
1 1.5 0.5 500

0 0.5 0.5 500

x

y

y

x

y

F
F u
F u
F v
F

− − −     
     − − −         = ×   =         − −      
         



ANSYS Workbench이용한사례연구
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ANSYS Workbench를이용한사례연구

1m 1m 1m 1m

1m

Material: Douglas Fir
E = 13.1 GPa
ν = 0.29
Member cross section:
height = 6 cm
width = 6 cm

30kN 30kN 30kN

문제: 트러스 교량은 긴 거리 사이에 걸쳐 중간에 지지점이 없이 무거운 하중을 지지. 이런 교량은 경제적이며 다양한

모양으로 건설이 가능. 다음의 목재로 건설된 평면 트러스를 고려. 목재는 교량 건설에 그림과 같은 구조의 평행한 형태로

사용될수있음. 트러스가주어진하중조건을받을경우, 각조인트에서발생하는처짐량을결정
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ANSYS Workbench를이용한사례연구

트러스변형결과를검토하려면 Static Structural Analysis (정적구조해석)실행



본장에서 학습한내용은다음과같음

✓ 트러스해석에사용될수있는봉요소 

✓ 형상함수의개념을소개,에너지방법으로강성행렬의식을유도

✓ 분포하중을취급하는방법과몇가지예제

37

요약 (Summary)
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